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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ýêîíîìåòðèêè
Â íàñòîßùåé ðàáîòå èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå Ãåðáåðà âåðîßòíîñòè ðàçî-
ðåíèß â îäíîìåðíîé êîëëåêòèâíîé ìîäåëè ðèñêà îáîáùàåòñß íà ñëó÷àé
ìíîãîìåðíîé ìîäåëè ðèñêà. Íà îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíà íåêî-
òîðàß îöåíêà äëß âåðîßòíîñòè ðàçîðåíèß äëß ñëó÷àß, êîãäà âåëè÷èíû
èñêîâ èìåþò ïîêàçàòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèß.
In this paper famous Gerber's representation of ruin probability in one-
dimensional collective risk is generalized for the case of multi-dimensional
risk model. Using this result some estimate for ruin probability in the case
of claims with exponential distributions is obtained.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíàß êîëëåêòèâíàß ìîäåëü ðèñêà, âåðîßò-
íîñòü ðàçîðåíèß.
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Ââåäåíèå. Äàííàß ðàáîòà ñîäåðæèò ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî ïðèìåíèòü â
îáëàñòè óïðàâëåíèß ôèíàíñîâûìè ðèñêàìè â ñòðàõîâàíèè. Â àêòóàðíîé ìàòåìàòè-
êå âñåãäà áîëüøîå çíà÷åíèå óäåëßëîñü îöåíêàì âåðîßòíîñòè ðàçîðåíèß ñòðàõîâùè-
êà, êàê â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè, òàê è äèíàìè÷åñêîé. Â òîì è äðóãîì ñëó÷àå
ðàññìàòðèâàëèñü îäíîìåðíûå ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñêè èìåþò
íåçàâèñèìûé õàðàêòåð, ýòî óïðîùàëî ïîëó÷åíèå îöåíêè âåðîßòíîñòè ðàçîðåíèß.
Â íàøåé ðàáîòå ìû ïîëó÷èëè îöåíêó âåðîßòíîñòè ðàçîðåíèß äëß ìíîãîìåðíîé
ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà. Äàííàß ìîäåëü ïîçâîëßåò ó÷åñòü çàâèñèìîñòü ìåæ-
äó èñêàìè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ñòðàõîâàíèß, êîòîðûìè çàíèìàåòñß ñòðàõîâàß
êîìïàíèß, à îöåíêà âåðîßòíîñòè ðàçîðåíèß ó÷èòûâàåò àãðåãèðîâàííûé ðèñê ðàçî-
ðåíèß ñòðàõîâùèêà.
1. Ìíîãîìåðíàß ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ðèñêà. Ñòðàõîâàß êîìïàíèß çà-
íèìàåòñß òåì, ÷òî êîìïåíñèðóåò óùåðá îò ñòðàõîâîãî ñëó÷àß. Äëß ýòîé öåëè èç
âçíîñîâ ñòðàõîâàòåëåé ñîçäàåòñß ñòðàõîâîé ôîíä. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ñòðàõîâàß
êîìïàíèß âåäåò ñâîþ äåëîâóþ äåßòåëüíîñòü ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèßì ñòðàõî-
âàíèß, ïðè÷åì äëß îñóùåñòâëåíèß ñâîåé äåßòåëüíîñòè ñòðàõîâùèê èìååò íà÷àëü-
íûé êàïèòàë, êîòîðûé ðàñïðåäåëåí ìåæäó êàæäûì íàïðàâëåíèåì. Äåßòåëüíîñòü
äàííîé îðãàíèçàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíîé ìîäåëè êîëëåê-
òèâíîãî ðèñêà, îïèñàííîé â ðàáîòå [1] (ñìîòðè òàêæå [3]). Î÷åíü ÷àñòî èñêè, ïîñòó-
ïàþùèå ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèßì ñòðàõîâàíèß, èìåþò çàâèñèìûé õàðàêòåð, ÷òî,
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðî-
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ñîîòâåòñòâåííî, îòðàæàåòñß íà ïðîöåññå èçìåíåíèß âåëè÷èíû îñòàòêà ñòðàõîâîãî
ðåçåðâà. Ïðîöåññ èçìåíåíèß îñòàòêà êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñîîòíîøåíèåì
u(t) = u+ c · t− S(t) , (1)
ãäå
u(t) = (u1(t), . . . , um(t))  âåêòîðíûé ïðîöåññ èçìåíåíèß îñòàòêà êàïèòàëà ñòðà-
õîâùèêà;
u = (u1, . . . , um)  íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâùèêà, ðàñïðåäåëåííûé ìåæäó
íàïðàâëåíèßìè ñòðàõîâàíèß;
c = (c1, . . . , cm)  âåêòîð èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèß ïðåìèé ïî êàæäîìó íà-
ïðàâëåíèþ ñòðàõîâîé äåßòåëüíîñòè;
S(t) = (S1(t), . . . , Sm(t))  ñóììàðíûå âûïëàòû ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ, ïî-
ñòóïèâøèå ê ìîìåíòó âðåìåíè t;
m  ÷èñëî íàïðàâëåíèé ñòðàõîâîé äåßòåëüíîñòè.
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû, îá-
ñóäèì êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè ìíîãîìåðíîé ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà. Â ðàìêàõ
äàííîé ìîäåëè, ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ ñòðàõîâîé äåßòåëü-
íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ñòðàõîâîé êîíòðàêò. Ñòðàõîâîé ïîëèñ ìîæåò âêëþ÷àòü
íåñêîëüêî êîíòðàêòîâ ðàçíîãî òèïà. Ïîýòîìó îãîâîðåííûé â íåì ñòðàõîâîé ñëó-
÷àé, âîîáùå ãîâîðß, ìîæåò ïðèâîäèòü ê âûïëàòàì ïî ðàçíûì òèïàì êîíòðàêòîâ.
Äëß îïèñàíèß òàêîé ñèòóàöèè ââîäèòñß ìíîãîìåðíûé èíäåêñ i = (i1, . . . , im) , ñî-
ñòîßùèé èç íóëåé è åäèíèö, ãäå ik = 1, åñëè áûëè âûïëàòû ïî êîíòðàêòó k-ãî
òèïà, è ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèé èíäåêñà i.
Äàëåå, ïóñòü (N (i)(t), t > 0) îáîçíà÷àåò ÷èñëî èñêîâ, ïîñòóïèâøèõ ê ìîìåíòó
âðåìåíè t è èìåþùèõ ñòðóêòóðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èíäåêñó i. Â êëàññè÷åñêîé ìî-
äåëè ðèñêà N (i)(t) åñòü ïðîöåññ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ(i) > 0. Äëß îïèñàíèß âå-
ëè÷èíû âûïëàò ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ {X(i)j , j > 1},
êîòîðûå íåçàâèñèìû äëß ðàçëè÷íûõ j, íî êîìïîíåíòû êîòîðûõ äëß ôèêñèðîâàí-
íîãî j ìîãóò áûòü çàâèñèìû.
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ N(t) =
∑
i∈I N
(i)(t) ïîêàçûâàåò îáùåå ÷èñëî èñêîâ, ïîñòó-
ïèâøèõ ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Ýòî ïðîöåññ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ =
∑
i∈I λ
(i).
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εj , j > 1} íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèßìè âî ìíîæåñòâå èíäåêñîâ I,
ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ çàäàåòñß ïî ïðàâèëó P (εj = i) = λ(i)/λ. Òîãäà âåëè÷èíó
âûïëàò ïî âíîâü ïîñòóïèâøåìó èñêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Xj =
∑
i∈I
X
(i)
j · I(εj = i) ,
ãäå I(A) åñòü èíäèêàòîð ñîáûòèß A. Âåêòîðíûé ïðîöåññ ñóììàðíîãî èñêà ìîæíî
îïðåäåëèòü òåïåðü ïî ôîðìóëå
S(t) =
N(t)∑
j=1
Xj . (2)
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäßùàß ôóíêöèß ìîìåíòîâ äëß S(t) èìååò âèä
MS(t)(r) = exp{λ · t · (MX(r)− 1)} , (3)
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ãäå r = (r1, . . . , rm), à
MX(r) =
∑
i∈I
MX(i)(r) ·
λ(i)
λ
(4)
åñòü ïðîèçâîäßùàß ôóíêöèß ìîìåíòîâ âåêòîðà X.
2. Âåðîßòíîñòü ðàçîðåíèß. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå èñïîëüçóåòñß ïîíßòèå ¾ðà-
çîðåíèå¿, âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî îçíà÷àåò äàííûé òåðìèí. Àíàëèç ðàçëè÷íûõ ñïðà-
âî÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïîêàçàë, ÷òî òåðìèí ¾ðàçîðåíèå¿ íå èìååò óíèâåðñàëüíîãî è
îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèß. Êðîìå òîãî, ðàçîðåíèå îáû÷íî àññîöèèðóåòñß ñ áàíê-
ðîòñòâîì êîìïàíèè, ïîýòîìó â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû âïðàâå äàòü ñîáñòâåííîå
îïðåäåëåíèå ðàçîðåíèþ. Ïîä ðàçîðåíèåì ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ñèòóàöèþ, êî-
ãäà õîòß áû îäíî èç ïîäðàçäåëåíèé ñòðàõîâîé îðãàíèçàöèè íå ñìîæåò èñïîëíèòü
ñâîè îáßçàòåëüñòâà, ò.å. íå ñìîæåò âûïëàòèòü êîìïåíñàöèþ çà óùåðá, êîòîðûé
áûë âûçâàí ñòðàõîâûì ñëó÷àåì. Ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñß òîãäà, êîãäà êàïèòàë ïî
îäíîìó èëè íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèßì ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì. Ñ ýêîíîìè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèß ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþùåãîñß â íàëè÷èè êàïèòàëà íåäîñòàòî÷íî
äëß âûïëàòû êîìïåíñàöèè çà óùåðá, ò.å. ðàçìåð èñêà â ìîìåíò åãî ïîñòóïëåíèß
ïðåâûøàåò îñòàòîê êàïèòàëà ñëîæèâøèéñß äî ýòîãî ìîìåíòà. Ïîýòîìó êàïèòàë â
ìîìåíò ïîñòóïëåíèß èñêà, ðàññ÷èòûâàåìûé êàê ðàçíèöà ïðåäûäóùåãî îñòàòêà è
ïîñòóïèâøåãî èñêà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå. (Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñß
â âèäó êàïèòàë ïî îäíîìó èç íàïðàâëåíèé ñòðàõîâàíèß). Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå,
â ïðèâû÷íîì ïîíèìàíèè òåðìèí ¾ðàçîðåíèå¿ àññîöèèðóåòñß ñ áàíêðîòñòâîì êîì-
ïàíèè. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî áûâàåò òàê, ÷òî ïî íåêîòîðûì íàïðàâëåíèßì êàïèòàë
ñòàë îòðèöàòåëüíûì, íî ñ ïåðåñìîòðîì ðåçóëüòàòîâ ïî êîìïàíèè â öåëîì îêàçû-
âàåòñß, ÷òî ñóììàðíûé êàïèòàë îñòàëñß ïîëîæèòåëüíûì, è ýòî áóäåò ñëóæèòü ãà-
ðàíòîì èñïîëíåíèß îáßçàòåëüñòâ ñòðàõîâùèêà. Òàêàß ñèòóàöèß ìîæåò óñòðàèâàòü
ñòðàõîâàòåëß, íî íå ñòðàõîâùèêà êàê ñîáñòâåííèêà. Äëß ñòðàõîâùèêà âàæíî, ÷òî-
áû êàæäîå íàïðàâëåíèå äåßòåëüíîñòè íå áûëî óáûòî÷íûì è íå ñóùåñòâîâàëî çà
ñ÷åò äðóãèõ, ïîñêîëüêó íàèáîëåå ýôôåêòèâíàß è êîíêóðåíòîñïîñîáíàß êîìïàíèß
ñòðîèò ñâîþ äåßòåëüíîñòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäíà èç îòðàñëåé íå ðàáîòà-
ëà çà ñ÷åò äðóãîé. Ïîýòîìó âàæíî, ÷òîáû êàïèòàë ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé
ñòðàõîâàíèß îñòàâàëñß ïîëîæèòåëüíûì, ýòî è áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü íàäåæíîñòü
è êà÷åñòâî ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëßåì ìîìåíò
ðàçîðåíèß êàê òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà âïåðâûå õîòß áû îäèí èç îñòàòêîâ
ïðèíßë îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, ò.å.
T = inf
t>0
(
min
k=1,...,m
uk(t) < 0
)
. (5)
Íàèáîëåå âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëß íàñ ßâëßåòñß âåðîßòíîñòü ðàçîðåíèß, ò.å.
âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî ìîìåíò ðàçîðåíèß â êîíå÷íîì èòîãå íàñòóïèò:
ψ(u) = P (T <∞) . (6)
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàøåé ðàáîòû ßâëßåòñß ñëåäóþùàß òåîðåìà,
ïîçâîëßþùàß íàéòè âåðîßòíîñòü ðàçîðåíèß â ìíîãîìåðíîé ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî
ðèñêà.
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Òåîðåìà 1. Â ìíîãîìåðíîé ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà äëß âåðîßòíîñòè ðàçî-
ðåíèß ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
ψ(u) =
e−Ru
M
(
e−Ru(T )|T <∞) , (7)
ãäå u = (u1, . . . , um)  íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâùèêà, à âåêòîð
R = (R1, . . . , Rm), åñòü ðåøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè óðàâíåíèß
λ+ c · r = λ ·MX(r) , (8)
ãäå λ õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèß èñêîâ; c = (c1, . . . , cm)  âåê-
òîð, îïèñûâàþùèé ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèß ïðåìèé ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ;
MX(r)  ïðîèçâîäßùàß ôóíêöèß ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èñêîâ X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé,
ò.å. êîãäà m = 2 è, ñîîòâåòñòâåííî, X = (X1, X2). Äîêàçàòåëüñòâî äëß ñëó÷àß
ïðîèçâîëüíîãî m > 2 ïðîâîäèòñß àíàëîãè÷íî.
Îñòàòî÷íûé ïðîöåññ u(t) = u+ ct−S(t) ñîñòîèò èç äâóõ çàâèñèìûõ êîìïîíåíò
u1(t) = u1 + c1t− S1(t) , u2(t) = u2 + c2t− S2(t) ,
ãäå u1, u2 åñòü íà÷àëüíûå êàïèòàëû ïåðâîãî è âòîðîãî íàïðàâëåíèß; c1, c2  èíòåí-
ñèâíîñòè ïîñòóïëåíèß ïðåìèé â åäèíèöó âðåìåíè ïî ïåðâîìó è âòîðîìó íàïðàâ-
ëåíèßì äåßòåëüíîñòè; S1(t), S2(t)  ñóììàðíûå èñêè ïî ïåðâîìó è âòîðîìó òèïàì
êîíòðàêòîâ, ïîñòóïèâøèå ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Ïîñëåäíèå âåëè÷èíû îïðåäåëßþò-
ñß ïî ïðàâèëó:
S1 =
N1(t)∑
j=1
X1j , S2 =
N2(t)∑
j=1
X2j ,
ãäå N1(t) = N (10)(t) +N (11)(t)  ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ ïîßâëåíèß èñêîâ ïî êîíòðàê-
òàì ïåðâîãî òèïà ê ìîìåíòó âðåìåíè t, N1(t) = N (10)(t) + N (11)(t)  ñ÷èòàþùèé
ïðîöåññ ïîßâëåíèß èñêîâ ïî êîíòðàêòàì âòîðîãî òèïà ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Îïðå-
äåëèì òàê æå ïðîöåññ N(t) = N (10)(t)+N (01)(t)+N (11)(t), ò.å. ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ
ïîßâëåíèß ëþáûõ èñêîâ ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Òîãäà ïðîöåññ ñóììàðíîãî èñêà
S(t) =
N(t)∑
j=1
Xj èìååò ñëîæíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ · t.
Ïóñòü t > 0 è âåêòîð r = (r1, . . . , rm) èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîìïîíåíòû. Òîãäà
M
(
e−r·u(t)
)
=M
(
e−ru(t)|T 6 t
)
· P (T 6 t) +M
(
e−ru(t)|T > t
)
· P (T > t) . (9)
Òàê êàê
U(t) = u+ ct−
N(t)∑
j=1
Xj = u+ ct− S(t) ,
ãäå S(t) èìååò ñëîæíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, òî
M
(
e−r·u(t)
)
= e−ru−rct+λt[MX(r)−1] . (10)
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Ïðåäñòàâèì âåëè÷èíó u(t) â âèäå
u(t) = u(T ) + [u(t)− u(T )] = u(T ) + c · (t− T )− [S(t)− S(T )] .
Ïðè ôèêñèðîâàííîì T = t′ 6 t âåëè÷èíû u(t′) è S(t)− S(t′) íåçàâèñèìû è S(t)−
S(t
′
) èìååò ñëîæíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ · (t − t′). Èñïîëüçóß
ôîðìóëó ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèß, äëß ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðàçëîæåíèß
(9) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
M(exp(−r · u(t)) · exp{−r · c · (t− T ) + λ · (t− T ) · (MX(r)− 1)}|T 6 t)× P (T 6 t) .
Ïóñòü R > 0 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèß (8). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (9), (10) è ïîñëåä-
íåãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåì, ÷òî
e−R·u =M(exp(−R · u(T ))|T 6 t) · P (T 6 t) +M(exp(−R · u(t)|T > t) · P (T > 0) .
Ïðè t→∞ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñõîäèòñß ê
M(exp(−R · u(T )|T <∞) · ψ(u) . (11)
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñõîäèòñß ê íóëþ. Ïîëîæèì α1 = c1 −
λ ·m11 > 0, α2 = c2 − λ ·m12 > 0, β21 = λ ·m21 > 0 , β22 = λ ·m22 > 0, ãäå mik 
i-é ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xk, k = 1, 2. Èñïîëüçóß ïðîèçâîäßùóþ ôóíêöèþ
ìîìåíòîâ ñ.â. u(t), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
M(u(t)) = u+ α · t , D(uk(t)) = β2k · t ,
ãäå u = (u1, u2)T , α = (α1, α2)T , β2 = (β21 , β22)T . Âåëè÷èíà ui + αi · t− βi · t2/3 > 0,
i = 1, 2, äëß äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Áîëåå òîãî îíà ñòðåìèòñß ê ∞ ïðè t → ∞. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì
M(e−R·u(t)|T > t) · P (T > t) =
=M(e−R·u(t)|T > t, 0 6 u1(t) 6 u1+α1 · t−β1 · t2/3, 0 6 u2(t) 6 u2+α2 · t−β2 · t2/3)×
P (T > t, 0 6 u1(t) 6 u1 + α1 · t− β1 · t2/3, 0 6 u2(t) 6 u2 + α2 · t− β2 · t2/3)+
+M(e−R·u(t)|T > t, 0 6 u1(t) 6 u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3)×
P (T > t, 0 6 u1(t) 6 u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3)+
+M(e−R·u(t)|T > t, u1(t) > u1 + α1 · t− β1 · t2/3, 0 6 u2(t) 6 u2 + α2 · t− β2 · t2/3)×
P (T > t, u1(t) > u1 + α1 · t− β1 · t2/3, 0 6 u2(t) 6 u2 + α2 · t− β2 · t2/3)+
+M(e−R·u(t)|T > t, u1(t) > u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3)×
P (T > t, u1(t) > u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3) .
Ðàññìîòðèì êàæäîå ñëàãàåìîå â îòäåëüíîñòè.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå
M(e−R·u(t)|T > t, 0 6 u1(t) 6 u1+α1 · t− β1 · t2/3, 0 6 u2(t) 6 u2+α2 · t− β2 · t2/3)×
P (T > t, 0 6 u1(t) 6 u1 + α1 · t− β1 · t2/3, 0 6 u2(t) 6 u2 + α2 · t− β2 · t2/3) 6
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6 P (|u1(t)−M(u1(t))| > β1 · t2/3) 6 D(u1(t))
β21 · t4/3
=
β21 · t
β21 · t4/3
= t−1/3 ,
ò.å. ñòðåìèòñß ê íóëþ ïðè áîëüøèõ t.
Âòîðîå ñëàãàåìîå
M(e−R·u(t)|T > t, 0 6 u1(t) 6 u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3)×
P (T > t, 0 6 u1(t) 6 u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3) 6
6 exp(−R2(u2 + α2 · t− β2 · t2/3)) ,
òàêæå ñõîäèòñß ê íóëþ ïðè áîëüøèõ t. Òðåòüå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñß àíàëîãè÷íî
âòîðîìó.
×åòâåðòîå ñëàãàåìîå
M(e−R·u(t)|T > t, u1(t) > u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3)×
P (T > t, u1(t) > u1 + α1 · t− β1 · t2/3, u2(t) > u2 + α2 · t− β2 · t2/3) 6
exp[−R1(u1 + α1 · −β1 · t2/3)−R2(u2 + α2 · −β2 · t2/3)]
ñõîäèòñß ê íóëþ ïðè áîëüøèõ t.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
3. Îöåíêà âåðîßòíîñòè ðàçîðåíèß. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèß äî-
êàçàííîé âûøå òåîðåìû ìû îöåíèì âåðîßòíîñòü ðàçîðåíèß äëß ñëó÷àß, êîãäà âåê-
òîðû èñêîâ èìåþò ïîêàçàòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèß. À èìåííî, X(10) èìååò îäíî-
ìåðíîå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì β1, X(01) èìååò îäíîìåðíîå
ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì β2, X(11) = (X(11)1 , X
(11
2 ) èìååò äâó-
ìåðíîå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèåì Ìàðøàëà-Îëêèíà ñ ïàðàìåòðàìè β11, β22 è
β12. Õâîñò ïîñëåäíåãî ðàñïðåäåëåíèß çàäàåòñß ïî ôîðìóëå
F¯ (11)(x1, x2) := P (X
(11)
1 > x1, X
(11)
2 > x2)
= exp{−β11x1 − β22x2 − β12max(x1, x2)} . (12)
Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè îñòàòî÷íîãî âðåìåíè
æèçíè êîìïîíåíò îò èõ âîçðàñòà. Êðîìå òîãî, äëß äàííîãî ðàñïðåäåëåíèß ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî
F¯ (11)(x1 + y1, x2 + y2|y1, y2) :=
P (X(11)1 > x1 + y1, X
(11)
2 > x2 + y2|X(11)1 > y1, X(11)2 > y2) > F¯ (11)(x1, x2) . (13)
Äàííîå íåðàâåíñòâî ëåãêî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèß
max(x1 + y1, x2 + y2) 6 max(x1 + y, x2 + y),
ãäå y = max(y1, y2).
Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìåæäó ïàðàìåòðàìè ïîêàçàòåëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, óïîìßíóòûõ âûøå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: β1 = β11 +
β12, β2 = β22 + β12. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Xj â ôîðìóëå (2) áóäóò
èìåòü îäíîìåðíûå ïîêàçàòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèß ñ ïàðàìåòðàìè β1 è β2.
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Ïðîèçâîäßùàß ôóíêöèß ìîìåíòîâ âåêòîðà èñêîâ X = (X1, X2) ïðåäñòàâëßåòñß
â âèäå
MX(r) =
λ(10)
λ
·MX(10)(r) +
λ(01)
λ
·MX(01)(r) +
λ(11)
λ
·MX(11)(r) , (14)
ãäå
MX(11)(r) =
(β − r1 − r2) · β1 · β2 + β11 · r1 · r2
(β − r1 − r2) · (β − r1) · (β2 − r2) , (15)
MX(10)(r) =
β1
β1 − r1 , MX(01)(r) =
β2
β2 − r1 . (16)
Ðåøåíèå óðàâíåíèß (8) áóäåì èñêàòü â âèäå r = (r∗1 , r∗2), ãäå r∗1 = β1 · r∗, r∗2 =
β2 ·r∗, r∗ ∈ R1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (8) ïðåâðàùàåòñß â íåêîòîðîå êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r∗, êîòîðîå ïðè óñëîâèßõ c1 > λ1/β1, c2 > λ2/β2, èìååò
ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñß ôîðìóëîé (7), íàì íåîáõîäèìî íàéòè îöåíêó ñíèçó äëß
çíàìåíàòåëß â ýòîé ôîðìóëå. Ïóñòü A(i) åñòü ñîáûòèå, ñîñòîßùåå â òîì, ÷òî â
ìîìåíò íàñòóïëåíèß ðàçîðåíèß ïîñòóïèë èñê ñî ñòðóêòóðîé i. Ïî ôîðìóëå ïîëíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèß ìû èìååì
M
(
e−R·u(T )|T <∞
)
=
∑
i∈I
M
(
e−R·u(T )|A(i), T <∞
)
· P (A(i)).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
M
(
e−R·u(T )|T <∞
)
>M
(
e−R·u(T )|A(11), T <∞
)
· P (A(11)). (17)
Â íàøåé ìîäåëè P (A(11) = λ(11)/λ. Äàëåå,
M
(
e−R·u(T )|A(11), T <∞
)
>M
(
e−R·u(T ) · I(B(11))|A(11), T <∞
)
, (18)
ãäå B(11) = (u1(T ) < 0, u2(T ) < 0). Ïîñëåäíåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå
M
(
e−R·u(T ) · I(B(11))|A(11), T <∞
)
=
∫ ∞
0
∫ ∞
0
eR·xdF−u(T )(x1, x2) . (19)
Èçâåñòíà ñëåäóþùàß ôîðìóëà Þíãà èíòåãðèðîâàíèß ïî ÷àñòßì â äâóìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå: ∫ ∞
0
∫ ∞
0
G(x1, x2)dF (x1, x2) =
∫ ∞
0
∫ ∞
0
F¯ (x1, x2)dG(x1, x2) ,
ãäå G(x1, x2)  íåêîòîðàß ôóíêöèß, êîòîðàß èìååò êîíå÷íóþ è ïîëîæèòåëüíóþ
âàðèàöèþ íà êàæäîì êîíå÷íîì êâàäðàòå è G(x1, 0) = G(0, x2) = 0 äëß ëþáûõ
x1, x2 > 0 (ñì. [4]). Ïóñòü
G(x1, x2) = (1− eR1x1)(1− eR2x2) .
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Íà òîì ìíîæåñòâå, ãäå ìû èíòåãðèðóåì,
F¯−u(T )(x1, x2) = P (−u1(T ) > x1,−u2(T ) > x2) =
P (X(11)1 > x1 + y1, X
(11)
2 > x2 + y2) > P (X
(11)
1 > x1, X
(11)
2 > x2) = F¯ (x1, x2) ,
ãäå y1, y2 åñòü çíà÷åíèß êîìïîíåíò ïðîöåññà ðèñêà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ðàçîðå-
íèåì. Òîãäà∫ ∞
0
∫ ∞
0
G(x1, x2)dF−u(T )(x1, x2) =
∫ ∞
0
∫ ∞
0
F¯−u(T )(x1, x2)dG(x1, x2) >
∫ ∞
0
∫ ∞
0
F¯ (11)(x1, x2)dG(x1, x2) =
∫ ∞
0
∫ ∞
0
G(x1, x2)dF (11)(x1, x2) .
Äëß âûáðàííîé ôóíêöèè G(x1, x2) îòñþäà ïîëó÷àåì
1−M−u1(T )(R1)−M−u2(T )(R2) +M−u(T )(R1, R2) >
1−M
X
(11)
1
(R1)−MX(11)1 (R2) +MX(11)(R1, R2) .
Òàê êàê F¯−uk(T )(xk) > F¯X(11)k (xk), òî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
M−uk(T )(Rk) >MX(11)k (Rk) , k = 1, 2. (20)
Ýòî äàåò íàì ñëåäóþùóþ îöåíêó∫ ∞
0
∫ ∞
0
eR1·x1+R2·x2dF−u(T )(x1, x2) =M−u(T )(R1, R2) >MX(11)(R1, R2) . (21)
Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (17)-(21) è ôîðìóëû (7) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî âåðî-
ßòíîñòü ðàçîðåíèß ψ(u) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó
ψ(u) 6 e
−R·u · λ
MX(11)(R) · λ(11)
,
ãäå R = (R1, R2) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèß (8).
Äàííûé ïîêàçàòåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê êðèòåðèé íàäåæíîñòè ðàáîòû
ñòðàõîâùèêà, â êîòîðûé âõîäßò êàê ïàðàìåòðû íà÷àëüíûé êàïèòàë è ñòðàõîâûå
ñáîðû (â íåßâíîì âèäå ÷åðåç ïàðàìåòð R). Ïîýòîìó ïðè ïëàíèðîâàíèè äåßòåëüíî-
ñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì çàäàòü ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû
ñíèçèòü ðèñê ðàçîðåíèß. Èíûìè ñëîâàìè, óñïåøíàß äåßòåëüíîñòü ñòðàõîâùèêà, â
ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè, çàâèñèò îò òàðèôíîé ïîëèòèêè è îò äîñòàòî÷íîñòè êà-
ïèòàëà. Êðîìå òîãî, óñïåøíàß äåßòåëüíîñòü ñòðàõîâùèêà çàâèñèò îò ïðàâèëüíîé
äèâåðñèôèêàöèè êàïèòàëà, ò.å. îò òîãî êàêèì îáðàçîì ðàñïðåäåëåí êàïèòàë ìåæ-
äó íàïðàâëåíèßìè ñòðàõîâàíèß. Äàííîå îáñòîßòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèß
ìîìåíòà ðàçîðåíèß.
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